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1. 简要介绍  

什么是时间序列？

按照时间的顺序把随机事件变化发展的过程记录下来就构成了⼀个时间序列，对时间序列进⾏观察、研究，找寻它变
化发展的规律，预测它将来的⾛势就是时间序列分析。时间序列也是⼀种随机过程的表示形式。

形式

时间序列的分解

其中，  为趋势项，  为季节(循环)项，  为随机项。

1.1. 时间序列分析的基础-平稳性检测(严平稳与宽平稳)  

严平稳：就是⼀种条件⽐较苛刻的平稳性定义，它认为只有当序列所有的统计性质都不会随着时间的推移⽽发⽣变化
时，该序列才被认为平稳。随机变量族的统计性质由它们的联合概率分布族决定。

严平稳时间序列通过只有理论意义，在实践中更多的是条件⽐较宽松的平稳时间序列。

宽平稳：宽平稳是使⽤序列的特征统计量来定义的⼀种平稳性。它认为序列的统计性质主要由它的低阶矩决定，所以
只要保证序列低阶矩平稳(⼆阶)，就能保证序列的主要性质近似稳定。

时间序列  满⾜：

1. 对  。
2. 对  。
3. 对 

1.2. ⾃回归(  )模型  

⾃回归序列  ：

如果时间序列  是它的前期值和随机项的线性函数，即可表示为:

上式称为  阶⾃回归模型，记为  。

实参数  称为⾃回归系数，是待估参数。随机项  是相互独⽴的⽩噪声序列，均值为  ，⽅差为  的正态分布。
随机项与滞后变量不相关。

⼀般假定  均值为  ，否则令 

1.3. 移动平均(  )模型  

移动平均序列  ：

如果时间序列  是它的当期和前期的随机误差项的线性函数，即可表示为：



上式称为  阶移动平均模型，记为  。

实参数  称为移动平均系数，是评估参数。

1.4. ⾃回归移动平均(  )模型  

如果时间序列  是它的当期和前期的随机误差项以及前期值的线性函数，即可表示为：

上式称为  阶⾃回归移动平均模型，即为  。

实参数  称为⾃回归系数，实参数  称为移动平均悉数，是待估参数。

1.5. 特性分析：  

随机性：如果⼀个时间序列是纯随机序列，意味着序列没有任何规律性，序列诸项之间不存在相关，即序列是⽩噪声
序列，其⾃相关系数应该与  没有显著差异。可以利⽤置信区间理论进⾏判定。

平稳性：若时间序列  满⾜：

1. 对任意时间  ，其均值恒为常数。
2. 对任意时间  和  ，其⾃相关系数只与时间间隔  有关。

那么，这个时间序列就称为平稳时间序列。

趋势性：当  值在⼀段时间内随着时间有明显的向上或者向下趋势的时候，我们认为其有趋势性。

季节性：时间序列的季节性是指在某⼀固定的时间间隔上，序列重复出现某种特性。⽐如地区降⾬量、旅游收⼊和空
调销售额等时间序列都具有明显的季节变化。

2. ⾃回归(  )模型  

2.1. 模型  

⾃回归序列  ：

如果时间序列  是它的前期值和随机项的线性函数(线性叠加)，即可表示为:

上式称为  阶⾃回归模型，记为  。

实参数  称为⾃回归系数，是待估参数。随机项  是相互独⽴的⽩噪声序列，均值为  ，⽅差为  的正态分布。
随机项与滞后变量不相关。

⼀般假定  均值为  ，否则令 

更⼀般来说：具有如下结构的模型称为  阶⾃回归模型，简记为 



 表示⼆者独⽴，  表示新加的噪声和前⾯的值也独⽴。

特别当  时，称为中⼼化  模型。

称  为  的中⼼化序列，令

均值

中⼼化

引进延迟算⼦，中⼼化  模型⼜可以记为

⾃回归系数多项式

2.2. 平稳判别  

判别原因：  模型是常⽤的平稳序列的拟合模型之⼀，但并⾮所有的  模型都是平稳的。

判别⽅法：单位根判别法，平稳域判别法。

特征根判别：

 模型平稳的充要条件是它的  个特征根都在单位圆内
根据特征根和⾃回归系数多项式的根成倒数的性质，等价判别条件是该模型的⾃回归系数多项式的根都在单位圆
外。

平稳域判别：

平稳域 单位根都在单位圆内

例：  模型的平稳条件：

特征根：

平稳域：

平稳  模型的统计性质：均值，⽅差，协⽅差，⾃相关系数，偏⾃相关系数。

2.3. ⾃相关  

构成时间序列的每个序列值  之间的简单相关关系称为⾃相关。

⾃相关程度由⾃相关系数  表示时间序列中相隔  期的观测值之间的相关程度：



上式，  为样本量，  为滞后期，  代表序列的算数平均。

⾃相关系数  。

或者⾃相关程度写成：

2.4. 偏⾃相关  

对于时间序列  在给定  的条件下，  之间的条件相关关系，其相关程度⽤偏⾃相关系数 
 度量。

其中  是滞后  期的⾃相关系数。

或者写成：

即通过上式，把  的影响剔除掉。

2.5. 均值  

如果  模型满⾜平稳性条件，则有

根据平稳序列均值为常数，且  为⽩噪声序列，则有

推导出



2.6.  函数  

 模型的传递形式

其中系数  称为  函数。

 函数递推公式

原理

 可以看成  输⼊，  看成信号输出。

⽅法：待定系数法

递推公式

其中

2.7. ⽅差  

平稳  模型的传递形式

两边求⽅差得

为 函数

2.8. 协⽅差函数  

在平稳  模型两边同乘  再求期望

根据(噪声与之前历史值独⽴)

代⼊，得到协⽅差函数的递推公式



 ⾃回归，  也是⾃回归。  平稳，  协⽅差与间距  有关。

2.9.  模型⾃相关系数的性质  

拖尾性：

不能恒等于

呈负指数衰减：

判别⼀串序列，先算⾃相关系数，衰减：说明平稳。衰减慢：说明瞬态响应⻓；衰减快：说明数据与历史信号关系不
⼤。

⾃相关系数按复指数单调收敛到  ：

⾃相关系数呈现出"伪周期"性：

不规则衰减：

2.10. ⾃相关系数  

定义：

平稳  模型的⾃相关系数递推公式：

2.11. 偏⾃相关系数  

定义：对于平稳  序列，所谓滞后  偏⾃相关系数就是指在给定中间  个随机变量 
 的条件下，或者说在剔除了中间  个随机变量的⼲扰之后，  对  影响的相关度

量。⽤数学语⾔描述就是：

计算：滞后  偏⾃相关系数实际上就等于  阶⾃回归模型第  个回归系数的值。



例：

理论偏⾃相关系数：

理论偏⾃相关系数：

理论偏⾃相关系数：

拓展：机器学习中的剃⼑原理  

 剃⼑原理告诉我们如果同时有两种理论能解释同⼀种现象，应该选择更简单的那种。

对应到机器学习中，需要在  和  间做平衡，在两个同样能很好解释训练数据中的模型
中选择那个更加简单的模型，以防⽌模型的过拟合。

3. 移动平均(  ) 模型  

3.1. 模型  

移动平均序列  ：

如果时间序列  是它的当期和前期的随机误差项的线性函数，即可表示为：

上式称为  阶移动平均模型，记为  。

实参数  称为移动平均系数，是评估参数。

具有如下结构的模型称为  阶⾃回归模型，简记为  。



特别当  时，称为中⼼化  模型(归⼀化处理)。

引进延迟算⼦，中⼼化  模型⼜可以简记为

 阶移动平均系数多项式

3.2. 常数均值  

3.3. 常数⽅差  

3.4. ⾃协⽅差函数  阶截尾  

3.5. ⾃相关系数  阶截尾  

3.6. 偏⾃相关系数拖尾  

3.7.  模型的可逆性  

 模型⾃相关系数的不唯⼀性：不同的  模型具有完全相同的⾃相关系数和偏⾃相关系数。

可逆的定义：若⼀个  模型能够表示成为收敛的  模型形式，那么该  模型称为可逆  模型。

可逆概念的重要性：⼀个⾃相关系数列唯⼀对应⼀个可逆  模型

可逆  模型：



可逆 可逆

 模型的可逆条件是：

 模型的特征根都在单位圆内

等价条件是移动平滑系数多项式的根都在单位圆外

3.8. 逆函数的递推公式  

原理

⽅法：待定系数法

递推公式：

其中

4. ⾃回归移动平均( )模型  

4.1. 模型  

⾃回归移动平均序列 

如果时间序列  是它的当期和前期的随机误差项

上式称为  阶⾃回归移动平均模型，即为  。

实参数  称为⾃回归系数，实参数  称为移动平均悉数，是待估参数。

具有如下结构的模型称为⾃回归移动平均模型，简记为  。



特别当  时，称为中⼼化  模型。

引进延迟算⼦，中⼼化  模型⼜可以简记为

 阶⾃回归系数多项式：

 阶移动平均系数多项式：
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